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5Avaliação
* Trabalho computacional (grupos de 4 elementos) (60%)
* Teste final (40%)
* Teste com classificação mínima: 7 valores
Funcionamento da disciplina
* Motivação 
* Programação: linguagem FORTRAN
* Equações fundamentais
* Discretização no espaço
* Discretização no tempo
* Solução de matrizes
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7Porquê simular a Transferência de Calor?
– A Transferência de Calor surge nas mais variadas situações:
– Estações de produção de energia
– Nas actividades relacionadas com a regulação térmica do corpo
– No climatização dos edifícios
– Em inúmeros processos de transformação alimentar (congelação, 
cozedura, ...)
– Em inúmeros processos industriais (fundição, soldadura,...)
– No desempenho de equipamentos eléctricos, por vezes limitados 
pela capacidade de remoção de calor (ex., processadores de pc)
 O interesse em simular a TC, surge assim 
como resposta a uma necessidade de 
compreensão e previsão, para lidar com este 
fenómeno de forma mais efectiva.
8Porquê simular a Transferência de Calor?
– O domínio do método de previsão da Transferência de Calor, 
permite:
– Optimizar o desenho de equipamentos
– Escolher a melhor opção entre um conjunto de alternativas
– Antever problemas de segurança na operação
– ...
 A capacidade de previsão, em regra, oferece 
benefícios económicos e vantagens para o 
bem-estar geral (conforto, segurança,...).
9Métodos de Previsão
– Previsão Experimental
– Previsão Teórica
 Sempre que possível, é recomendável seguir ambas e 
comparar os resultados 
 Previsão Experimental
– Informação mais precisa
– Frequentemente é proibitiva em termos de custos
– Muitas vezes apenas possível em modelos à escala (além das 
limitações inerentes, requer extrapolação dos resultados...)
– Medições nem sempre possíveis
– Todos os dados experimentais têm um erro associado
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Métodos de Previsão
 Previsão Teórica
Vantagens:
– Baixo custo
– Rapidez na obtenção de resultados
– Dados relevantes em todo o domínio (numa situação experimental 
existem locais inacessíveis e interferências inevitáveis dos equipamento 
de medida com o meio)
– Capacidade de simular condições realistas (não há necessidade de 
recorrer a modelos à escala, nem perigo em simular substâncias tóxicas 
ou corrosivas)
– Capacidade de simular situações ideais (simetria, fronteiras 
adiabáticas, massa volúmica constante,...)
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Métodos de Previsão
Previsão Teórica (cont.)
Desvantagens:
– Não esquecer que a utilidade dos resultados duma simulação 
depende da validade do modelo matemático
– Os problemas com a simulação podem ser de dois tipos:
Grupo A - Situações em que é viável obter uma boa 
representação matemática do fenómeno em análise (ex., 
transferência de calor; escoamento laminar,...)
Grupo B - Situações para as quais não existe um modelo 
matemático adequado (escoamento turbulento; escoamentos 
bifásicos;  combustão turbulenta,...)
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Métodos de Previsão
Previsão Teórica (cont.)
Desvantagens da Previsão Teórica – Grupo A
– Normalmente não apresenta inconvenientes, mas...
– Por ex., em problemas com: geometrias complexas, 
propriedades dos fluidos variáveis e com grande 
sensibilidade, a simulação pode-se revelar complexa e cara.
– Qdo o modelo matemático admite mais do que uma solução, 
pode ser complicado determinar qual delas é a correcta.
13
Derivada substantiva
ex: variação da temperatura durante uma viagem
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Conservação da massa
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Conservação da massa
Volume de controlo
acumulação
fluxo
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Conservação da massa
Volume de controlo
em regime estacionário
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Conservação do ‘momentum’
Lei de Newton (dinâmica)
acumulação
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Conservação do ‘momentum’
tensor de tensões
alterações de ‘momentum’
próprio movimento do fluido através das faces do volume de controlo (convecção);
atrito viscoso entre o elemento e o fluido circundante (transporte molecular)
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Conservação do ‘momentum’ (convecção)
taxa de entrada/saída de momentum xx nas faces xx
taxa de entrada/saída de momentum xx nas faces yy
taxa de entrada/saída de momentum xx nas faces zz
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Conservação do ‘momentum’ (atrito)
taxa de entrada/saída de momentum xx nas faces xx
taxa de entrada/saída de momentum xx nas faces yy
taxa de entrada/saída de momentum xx nas faces zz
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Conservação do ‘momentum’ (outras forças)
Forças de pressão e gravíticas
finalmente
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Conservação do ‘momentum’
Equações constitutivas
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Conservação do ‘momentum’
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a 2 dimensões:
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Equação da energia 
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Equações de conservação (eq Navier-Stokes)
Massa
Momentum x
Momentum y
Energia
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Equações de conservação (Simplificações)
Escoamento incompressível (ρ=cte)
Momentum xx
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Equações de conservação (Simplificações)
Escoamento invíscido (Euler)
Momentum xx
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Equações de conservação (Simplificações)
creeping flow (Stokes)
(Re<<1)
Momentum xx
ex: meios porosos, micro fluidos
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Equações de conservação (Simplificações)
Aproximação de Boussinesq
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Equações de conservação (Simplificações)
Aproximação de Boussinesq (cont)
se  não constante (g cte)
Tratar a parte variável apenas no termo de fonte (massa)
  iii ggg 00  
   000 TTgg ii  
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Equações de conservação (Simplificações)
Camada limite
* Termo difusivo na direcção principal desprezável
* ux >> uy
* dp/dy << dp/dx
a 2D:
       
2
2
y
u
x
p
y
uu
x
uu
t
u xxyxxx





 
33
Equações de conservação
Formulação diferencial
Formulação integral
Teorema de Gauss
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Equações de conservação
(significado)
Em estado estacionário:
     





CVAACV
dVSdAdAudV
t 
 grad nn 
     
CVAA
dVSdAdAu  grad nn 
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Classificação dos problemas
* Em equilíbrio
* Evolutivos (no tempo)
EQUILÍBRIO
Φ=T
02
2
2
2



yx

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Classificação dos problemas
EVOLUTIVOS
Φ=T
2
2
xt 

 
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Classificação dos problemas (resumo)
Tipo problema Equação Exemplo Condições 
Equilíbrio Elíptica   0grad    Fronteira 
Evolutivos com 
dissipação Parabólica   grad

t
 Fronteira e iniciais 
Evolutivos sem 
dissipação Hiperbólica   grad22
2

 c
t
Fronteira e 
iniciais 
 
Condições de fronteira
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Diferenças Finitas
1D
2D
39
Diferenças Finitas
derivada
   
x
xxx
x
ii
x
xi








0
lim
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Diferenças Finitas
Séries de Taylor
FDS:
       
    H
xn
xx
x
xx
x
xx
x
xxxx
i
n
nn
i
i
i
i
i
i
ii























!
.....
!3
!2
3
33
2
22
   
  H
x
xx
x
xx
xx
xx
x
i
ii
i
ii
ii
ii
i





















3
32
1
2
2
1
1
1
6
2


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Diferenças Finitas
BDS:
CDS:
   
  H
x
xx
x
xx
xx
xx
x
i
ii
i
ii
ii
ii
i





















3
32
1
2
2
1
1
1
6
2


       
 
   
  Hxxx
xxxx
xxx
xxxx
xx
xx
x
iii
iiii
iii
iiii
ii
ii
i



























3
3
11
3
1
3
1
2
2
11
2
1
2
1
11
11
6
2


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Diferenças Finitas
FDS:
BDS:
CDS:
erro:
   
1
1








ii
ii
i xx
xx
x

   
11
11








ii
ii
i xx
xx
x

   
ii
ii
i xx
xx
x 







1
1 
 2x
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Diferenças Finitas
Aproximação polinomial:
outros:
       
x
xxxx
x
iiii
i 




 
6
632 21 
            
 11
22
1
2
11
2
1








iiii
iiiiiii
i xxxx
xxxxxxx
x

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Diferenças Finitas
Erro por não uniformidade da malha:
se:
FDS; BDS
iei xrx  1
   
 
   
  Hxxx
xx
xxx
xx
iii
ii
iii
ii
T 


















3
3
1
33
1
2
2
1
22
1
62

 
i
ie
T x
xr





 2
2
2
1 
i
i
T x
x





 2
2
2

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Diferenças Finitas
Segunda derivada
FDS
BDS
ii
ii
i xx
xx
x 

















1
1
2
2


     
   121
111111
2
2









iiii
iiiiiiiii
i xxxx
xxxxxx
x

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Diferenças Finitas
Segunda derivada
CDS
 11
2
1
2
1
2
2
2
1


















ii
ii
i xx
xx
x


     
   1111
111111
2
2
2
1









iiiiii
iiiiiiiii
i xxxxxx
xxxxxx
x

 2112
2 2
xx
iii
i 





  
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Diferenças Finitas
Série de Taylor (erro malha não uniforme)
derivadas cruzadas
     
   
    H
x
xxxx
xxxxxx
xxxxxx
x
i
iiii
iiiiii
iiiiiiiii
i

















3
3
11
1111
111111
2
2
3
2
1











yxyx
2
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Volumes finitos; difusão
Formulação diferencial
Formulação integral
Aplicando o Teorema de Gauss:
       Sut 
 grad 
        CVCVCVCV dVSdVdVudVt 
 grad 
     





CVAACV
dVSdAdAudV
t 
 grad nn 
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Volumes finitos; difusão
Só difusão:
a 1D:
  0grad  
CVA
dVSdA n
  0ˆˆ   dVSdAixiA 

0







 dVS
x
A
x
A
we


0



  dVSdAxk Ak 

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Volumes finitos; difusão
0







 dVS
x
A
x
A
we


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Volumes finitos; difusão



 




PE
PE
ee
e x
A
x
A 




 




WP
WP
ww
w x
A
x
A 

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Volumes finitos; difusão
PPu SSdVS  
  0


 


  PPu
WP
WP
ww
PE
PE
ee SSx
A
x
A 



uEe
PE
e
Ww
WP
w
PPw
WP
w
e
PE
e SA
x
A
x
SA
x
A
x



 


 


  
Agrupando:
onde:
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Volumes finitos; difusão
uEEWWPP Saaa  
Wa  Ea  Pa  
w
WP
w A
x
  e
PE
e A
x
  PPW Saa   
 
Exemplo:
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Volumes finitos; difusão
KW/m1000
m01.0
2
2


k
A
Linear
Expandindo em séries de Taylor
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Interpolação
 ePEee   1



 




PE
PE
ee
e x
A
x
A 

PE
Pe
e xx
xx


     .....
2
1 2
2






x
xxxx eEPe
ePEee

Up-wind
Expandindo em séries de Taylor
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Interpolação
 
 



0.  se   ,
0.  se   ,
eE
eP
e nu
nu


    .....
2 2
22










x
xx
x
xx PePePe

QUICK (quadratic upwind interpolation)
Erro de 3ª ordem!!
57
Interpolação
   UUUUDUe gg   21
  
  UUDUD
UUeUe
xxxx
xxxxg 
1
  
  UUDUUU
eDUe
xxxx
xxxxg 
2
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TDM (Thomas)







































n
n
n
n
nn
nnn
b
b
b
b
x
x
x
x
dl
udl
udl
ud
1
2
1
1
2
1
111
222
11
59
TDM (Thomas)
i
iii
i
n
n
n
iii
iii
i
i
d
xubx
ni
d
bx
bmbb
umdd
d
lm
ni
1
11
11
1
faça   1   até   1  Desde   
   
faça  1  até  1 Desde   











 3.
 2.
1.
Derivada temporal
60
Integração no tempo
  S
x
Tk
xt
Tcp 






 
        



 Δtt
t
Δtt
t
Δtt
t
p SdVdtdVdtx
Tk
x
dVdt
t
Tc
CVCVCV
 
     

 











 Δtt
t
tt
t we
e
w
tt
t
p VdtSdtx
TkA
x
TkAdVdt
t
Tc 
    VTTcdVdt
t
Tc PPp
e
w
tt
t
p 



  0 
Onde calcular temperatura?
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Integração no tempo
    





 


 
Δtt
t
tt
t WP
WP
w
PE
PE
ePPp VdtSdtx
TTAk
x
TTAkVTTc 
0
   tTTdtT PPtt
t
P  01 
explicito
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Integração no tempo
  xS
x
TTk
x
TTk
x
TTk
x
TTkx
t
TTc
WP
WP
w
PE
PE
e
WP
WP
w
PE
PE
e
PP
p






 


 






 


 







0000
0
1
0
  xS
x
TTk
x
TTkx
t
TTc
WP
WP
w
PE
PE
e
PP
p 





 


 






00000
1
x
k
t
xcp 
 2
Crank-Nicholson
Implícito
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Integração no tempo
2
1
k
xct p
2 
1
Convecção-difusão (estacionário)
Exemplo (1D; s/ termo fonte)
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Convecção
     
CVAA
dVSdAdAu  gradnn 
     Su  grad
  
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integrando
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Fluxos nas faces
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Interpolação nas faces (diferenças centrais)
transporte
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Interpolação nas faces (upwind)
Fluxos faces
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Convecção
WwPe   ;
